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Abbildung 1: Die Digitalkamera sieht am schnell
rotierenden Tischkreisel mehr als das menschli-
che Auge.

1 Zusammenfassung

Mit einer Digital- oder Smartphone-Kamera las-
sen sich spannende Experimente machen. Sie
sieht namlich schneller Vorgénge als es das
menschliche Auge kann. Zum Beispiel, wie schnell
ein rotierender Kreisel nicht umkippt. Als Kind
hatte ich einen Musikkreisel. Das ist ein gerade-
zu ideales Beobachtungsobjekt fiir die Digitalka-
mera oder das Smartphone! So geht das Expe-
riment: Kreisel mit der Hand anwerfen und auf
den Fufsboden oder Tisch setzen. Statt umzukip-
pen taumelt, prizediert er. Das filmt man mit
der Kamera. Den Rest erledigen Sie in aller Ruhe
am Bildschirm. Sie kommen hinter das Geheim-
nis des sich aufrecht haltenden Kreisels. Ich zeige
Thnen, worauf Sie achten miissen.

2 Tischkreisel

Ein Tischkreisel — in der Physik bezeichnet man
das als schweren Kreisel, weil neben seinem Dre-
himpuls auch das Kippmoment eine Rolle spielt —
ist ein starrer Rotationskorper, der auf der Unter-
seite in einem mehr oder weniger spitzen, axialen
Finger auslauft. Versetzt man den Kreisel in Ro-
tation und stellt ihn auf den Boden, dann fallt er
nicht um wie ein gew6hnlicher Gegenstand, son-
dern bleibt aufrecht oder schridg stehen, wobei
er prizediert. Denken Sie sich den KEinheitsvek-
tor 7, der, der senkrecht nach oben zeigt. Die
Kreiselachse mit Einheitsvektor E_; der gegeniiber
77 um den Prizessionswinkel 0 geneigt ist, liber-
streicht mit einer Prizessionsfrequenz f;, einen
Kegelmantel, der durch

ii-l = cosf (1)

beschrieben wird. Die Prizessionsfrequenz f, ist
kleiner als die Rotationsfrequenz fy des Kreisels.
Man fragt sich, wodurch f, bestimmt wird und
wodurch die Prézession in Gang gebracht wird.
Die Vektoren der Kreisfrequenzen &g = 27 foz
und &, = 27 fp7 sind zur Kreiselachse (=1
beziehungsweise zur Normalen 77 parallel.

2.1 Praktische Kreiselformen

Abbildung 2: Auf Kreisel Nummer 1, siehe Tabel-
le 1, habe ich das Stroboskopmuster mit einem
schwarzen Edding aufgemalt.
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Um das in einem prézisen Experiment nach-
vollziehen zu koénnen, habe ich zunéchst an einer
Drehmaschine zwei Tischkreisel mit Massen von
270 und 660 g hergestellt. Der Versuch gelingt
auch mit Kreiseln aus dem Spielwarenhandel, die
in einen Rahmen eingebaut sind und feste Achs-
lager haben.

Bild 2 zeigt Versuchskreisel Nummer 1. Ich
habe zuerst aus Blei einen groben Rogling fiir
die Schwungscheibe gegossen. Diesen habe ich
in einer Drehmaschine auf den zehntel Millime-
ter exakt rundgedreht und auf eine schon an-
gespitzte, stdhlerne 6-Millimeter-Achse aufgezo-
gen. Auch ein Stroboskopmuster habe ich auf die
Scheibe gezeichnet. Wozu man das braucht, er-
kldre ich in einem der ndchsten Abschnitte. Bei
dem etwas grofseren Kreisel Nummer 2 habe die
Schwungscheibe aus Automatenstahl hergestellt.
Da ist die Bearbeitung schon etwas aufwindiger
als bei gegossenem Blei. Die Daten der Kreisel
sind in Tabelle 1 angegeben. Diese sind wichtig
zu wissen, um das Massentrégheitsmoment zu be-
rechnen. Auch auf die genauen Form der Krei-
selspitze kommt es an. Die Achse soll nicht et-
wa spitz zulaufen, sondern verrundet sein. Das
unterscheidet den Tischkreisel von einem spit-
zen oder fest gelagerten Kreisel. Auf die beson-
deren Laufeigenschaften beider Kreiseltypen wer-
den wir noch eingehen.

2.2 Wichtige Kreisel-Eigenschaften

Das Massentrigheitsmoment Jy ist das Verhélt-
nis zwischen dem Drehzahlvektor des Kreisels und
seinem Drehimpuls L. Es legt zudem das Verhélt-
nis seiner kinetischen Energie Fy;, zur Drehzahl
fest. Der Drehzahlvektor &g = 27 fOF wird aus
der Kreisfrequenz 2w fo der Rotation und dem
Achsvektor ¢ gebildet, von der Kreiselspite aus
entlang der Achse nach oben gesehen.

L [gem?/s] = 27 foJol @)
Ekin [WS] = % 1077 JO (27Tf0)2

Die Drehzahl fy geben wir in Umdrehungen pro
Sekunde oder Hz an, das Massentragheitsmoment
Jo in g - cm?.

Ein Kreisel mit viel kinetischer Energie und
wenig Reibung lauft linger und stabiler. Ein

Tischkreisel darf andererseits nicht zu schwer

Kreisel 1 2
Scheibe Blei* | Eisen™*
Dichte p | 113 7.9 gem ™3
Dicke D] 10 1.5 cm
Achsenradius | 79 | 0.3 0.5 cm
Achsenlédnge 10 11 cm
Scheibenradius | 1 | 3.0 4.0 cm
Schwerpunkt l 2.4 3.0 cm
Spitzenradius | r5 | 0.5 1.2 cm
Masse m | 300 660 g
Trigkeitsmom. | J | 1380 | 5060 | gcm?

Tabelle 1: Mafe der verwendeten Tischkreisel (*:
Setzerblei Pb97Sb03; **: Automatenstahl Werk-
stofftyp 1.0715)

Aluminium | Eisen® | Blei | Messing
2,7 7,9 11,3 | 8,4...8,8

Tabelle 2: Dichten von spanend bearbeitbaren
Metallen in g/cm?, *Automatenstahl.

sein, sonst 14t er sich von Hand nicht mit genii-
gender Drehzahl fy anwerfen. Schwere und spit-
ze Kreisel neigen auch dazu, die Tischplatte un-
schon anzubohren. Die wichtigsten Merkmale ei-
nes guten Kreisels sind ein hohes Massentrag-
heitsmoment bei moderater Masse und eine Spit-
ze, die auf dem Tisch in Pirouetten rollt und
nicht bohrt. 600 bis 700 g Masse diirfte die dufier-
ste praktische Obergrenze sein, doch laufen Krei-
sel mit 100 bis 300 g schon sehr gut. Die Spitze
muss exakt rund sein, damit die Rotationsenergie
nicht durch Vibration vergeudet wird. Alle wich-
tigen Kreiseldaten sind in Tabelle 1 zusammenge-
stellt. Aus den Mafien des Kreisels und der Dich-
te des verwendeten Materials kann man sowohl
seine Masse m als auch das Massentragheitsmo-
ment Jy berechnen. Fiir eine zylindrische Scheibe
mit Aulenradius rq, Lochradius rg, Dicke D und
Massendichte p (in g/cm?) ist, sieche Tabelle 2

Jo [gem?] = %pD(”%Jé)}
3
m g = 7pD (r§ - 1j) @

Man kann sich jeden runden Kreisel als Kompo-
sition von verschiedenen zylindrischen Scheiben
denken. Das Massentragheitsmoment ist dann
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Abbildung 3: Hier das Stroboskopmuster als Vor-
lage. Einfach aus dem Text herauskopieren, ska-
lieren und Ausdrucken.

die Summe der Einzelmomente. Die Lage des
Schwerpunktes auf der Achse legt das Kippmo-
ment fest. Ein hoher Schwerpunkt fiihrt zu einer
schnelleren Prézession und zu mehr Reibung. An-
dererseits ist ein gewisser Mindestabstand sinn-
voll, weil dann der Kreisel weiter kippen kann
ohne mit seinem Aufenrand an der Unterlage zu
schleifen.

2.3 Anwerfen des Kreisels

Zum Anwerfen fasst man den oberen Teil der
Achse zwischen den flachen Handflichen und
zieht sie dann mit Druck gegeneinander ab, wo-
bei man die Kreiselspitze dicht iiber der Tisch-
platte hélt. Rechtshénder ziehen die rechte Hand
zumeist zum Korper und driicken die linke Hand
von ihm weg. Der Kreisel rotiert dann, von oben
gesehen, im Uhrzeigersinn. Nichts hindert uns na-
tirlich daran, den Kreisel umgekehrt anzuwerfen.

Abbildung 4: Die Stroboskopscheibe sitzt auf
Kreisel Nummer 2. Zur Aufnahme leistet meine
alte DMC-TZ25 von Panasonic gute Dienste.

n, B | 18 fps | 25 fps | 30 fps | 50 Hz | 100 Hz

90 | 125 | 150 | 250 | 50,0
6,0 | 833 | 10,0 | 16,67 | 33,33
45 | 625 | 75 | 125 | 250
3,6 5,0 6,0 | 10,0 | 20,0
30 | 417 | 50 | 833 | 16,67

00 O Uk W N|T

2,25 | 3,125 | 3,75 6,25 12,5

Tabelle 3: Drehfrequenzen fy in s~! still stehen-
der Strobomuster der Ordnung n bei verschiede-
nen Bildraten B bzw. Stroboskopfrequenzen.

3 Kamera und Stroboskop-

Effekt

Nun etwas zu Kamera und Aufnahmetechnik.
Aus einer Videoaufnahme des prézedierenden
Tischkreisels konnen sowohl die Drehzahl fy also
auch die Prézessionsfrequenz f;, bestimmt wer-
den. Dies ist mit einer handelsiiblichen Kompakt-
kamera ohne weiteres moglich und wird am be-
sten bei Tageslicht durchgefiihrt, das nicht mit
50-Hz-Netzfrequenz flackert.

Der Kreisel muss dazu ein stroboskopisches
Muster auf seiner Schwungscheibe tragen wie in
Abbildung 2. Bild 3 ist als Vorlage fiir Thre ei-
genen Experiment gedacht. In Bild 4 ist das Mu-
ster auf eine Kartonscheibe gedruckt und auf den
Kreisel geschoben worden. Das Strobomuster be-
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Abbildung 5: Das Stroboskopmuster ermdglicht
es, die Drehzahl des rotierenden Kreisels im Ver-
héltnis zur Frame Rate des aufgenommenen Vi-
deos zu messen.

steht aus einem oder mehreren achsenkonzentri-
schen Kreisringen, die jeweils in Zahl 2n Sektoren
unterteilt sind. Diese Sektoren werden abwech-
selnd hell und dunkel eingefdrbt. In einer Video-
aufnahme, die zum Beispiel mit einer Bildrate
B = 251{ps aufgenommen wurde, scheinen diese
Ringe vorwérts oder riickwérts zu laufen. Wenn
die Drehzahl fy gerade so ist, dass sich der Krei-
sel zwischen zwei Einzelbildern gerade um den
n-ten Bruchteil einer Umdrehung weiterbewegt
hat, dann steht dieses Muster im Video still. Die
Kreiseldrehzahl ist hier

fo=B/n (4)

Wir geben sie in Umdrehungen pro Sekunde an,
siehe auch Tabelle 3. Abbildung 5 zeigt ein Ein-
zelbild aus einem solchen Video, das, da es na-
tiirlich statisch ist, gleich verschiedene sichtbare
Strobomuster zeigt. Die Bildrate B des Videos
ist in den Einstellungen der Digitalkamera hin-
terlegt. 25 fps sind ganz typisch, aber auch 18
oder 30 fps wird man finden. Wenn also das Mu-
ster mit n = 4 dunklen Sektoren in dem Video
still zu stehen scheint, dann rotiert der Kreisel
mit fo(n = 4) = 6,25s7'. Man kann den Ef-
fekt mit blofsem Auge auch verfolgen, wenn man
den Kreisel im intermittierenden Licht einer netz-
betriebenen Leuchtstoffrohre beobachtet, das mit
50 oder 100 Hz flackert.

Die Prazessionsfrequenz f}, léfst sich am besten
mit der Zeitmarke in der Aufnahme bestimmen.

Wenn das stroboskopische Muster mit n dunklen
Sektoren ungefiahr still steht, dann kann man in
einem kurzen Videoausschnitt die Zeitspanne ab-
lesen, die der Kreisel fiir zum Beispiel 10 Préazes-
sionsrunden benétigt. So erfihrt man die Prizes-
sionsfrequenz f;, bei der betreffenden Drehzahl
fo(n). Aus den Prézessionszeiten fiir verschiede-
ne Werte von n und den jeweiligen Drehzahlen
ergibt sich eine Tabelle, die f, als Funktion von
fo beschreibt. Genau diese Tabelle werden wir im
Versuch erstellen.

4 Prazession des schweren, spit-
zen Kreisels

Nun kommen wir zur Physik des Kreisels und
weshalb die Prézession dafiir sorgt, dass der Krei-
sel nicht umkippt.

4.1 Wovon hingt die Prizessionsfre-
quenz ab?

Die Gewichtskraft, die den Kreisel zu kippen ver-
sucht, greift in seinem Schwerpunkt P an. Dar-
aus resultiert ein Kippmoment ]\7k, dass am Fuf-
punkt @ des Kreisels angreift. Es ist zur Masse
m des Kreisels, zur Lange di des Hebels zwischen
Fuf- und Schwerpunkt sowie zum Sinus des Pré-
zessionswinkel 6 proportional:

Nk = mgdkﬁXF
} (5)

Ny = mgdgsiné

Durch die Prézession wird die Orientierung
des Drehimpulsvektors L =J W kontinuier-
lich veréindert. Die zeitliche Anderung eines
Drehimpulses erfordert ein Drehmoment, namlich
das Richtmoment

ﬁp = ‘é—? = ﬁpxﬁ
= —JCUPXLUO (6)
Ny, = —Jwpwp sinf

Die Frequenzen schreiben wir als Kreisfrequenzen
wo = 27 fo und wp, = 27 f,. Es war Leonhard Eu-
ler (1707 — 1783), der diesen fundamentalen Zu-
sammenhang zwischen Drehimpuls und Drehmo-
ment in der langsamen, 25000 Jahre dauernden
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Prazessionperiode der Polarachse unseres Plane-
ten gegeniiber dem Fixsternhimmel erkannt hat.
Sie entsteht durch das Richtmoment der Erdro-
tation, das den Gezeitenkraften entgegen wirkt,
mit denen Sonne und Mond die Erdachse in ih-
re Bahnebene zu drehen versuchen. Die Erdachse
ist bekanntlich um 23° gegen die Ekliptik geneigt.
Das ist der Prézessionswinkel der Erdachse. Bei
unserem Kreisel bewirkt die Kippkraft den glei-
chen Effekt, doch ist die Prézessionsfrequenz sehr
viel grofer:
m g dx

wp = J wo (7)

Hierbei ist g = 981 cm/s? die Schwerebeschleu-
nigung. Die Prézessionsfrequenz ist in der Zeit
konstant. Sie hdngt offenkundig nicht vom Pré-
zessionswinkel 6 ab. Das macht ihre praktische
Messung einfach. Sie dndert sich in dem Mafse,
wie die Rotationsfrequenz wy durch die Reibung
der Kreiselspitze an der Unterlage abnimmt, und
zwar nimmt w, zu! Dadurch kommen nach und
nach Strobomuster von immer héherer Ordnung
n zum Stillstand. Der Tischkreisel prazediert im-
mer schneller und neigt sich weiter zur Seite,
bis er schlieflich die Unterlage streift und liegen
bleibt.

4.2 Wieso lauft die Préazession von
selbst an?

Dieser Effekt basiert auf einem besonderen Me-
chanismus. Nach dem Anwerfen und Aufstellen
auf die Unterlage befindet sich der Kreisel in einer
instabilen vertikalen Lage und beginnt zunéchst
seitwarts zu kippen. Dadurch entsteht ein zusétz-
liche Drehimpuls I_;p = JiWk um die Kippachse

b. J1 ist das zweite Haupttriagheitsmoment des
Kreisels und @ = £ x b0 die Kreisfrequenz der
Kippbewegung. Die Kippachse b (mit |E| =1)
steht auf 7 wie auch auf £ senkrecht und liegt in
der Horizontalen. 6 ist die zeitliche Anderung des
Préazessionswinkels. Der kippende Drehimpuls I_;p
ist sowohl senkrecht zu L als auch zu Ny gerich-
tet und greift somit nicht in das oben genann-
te Momentengleichgewicht ein. Nach einer gewis-
sen Zeit ist das Richtmoment so weit gewachsen,
dass eine weitere Kippung durch die angelaufe-
ne Préizession unterbunden wird. Der Prézessi-
onswinkel # hat nun einem konstanten Gleichge-

wichtswert erreicht. Wahrend der Anfangsphase
der Kippung vollfithrt die Kreiselachse zusétzli-
che Schwingungen, die man als Nutation bezeich-
net. Diese klingen bei Tischkreiseln aber schnell
ab, so dass wir sie hier nicht beachten miissen.

4.3 Was passiert, wenn ich die Prazes-
sion store?

Wollte man versuchen, die Prazessionsbewegung
zu stoppen, indem man der Kreiselachse ein Hin-
dernis in den Weg stellt, dann verbrauchte die
Kraft, mit der das Hinderniss die weitere Préa-
zession unterbindet, genau jenes kompensierende
Drehmoment. Der Kreisel wiirde umkippen.

Wenn man versucht, den Kreisel mit der Hand
umzuwerfen, indem man seitwérts auf die Ach-
se driickt, dann beschleunigt sich die Préazession.
Das aufrichtende Moment wird dadurch verstérkt
und wirkt diesem Versuch entgegen.

Mo6chte man den Prazessionswinkel 6 eines lau-
fenden Kreisels verdndern ohne seine Rotation
durch den Eingriff abzubremsen, dann gelingt
dies durch einen gezielten senkrechten Schlag mit
einem harten Stab von hinten oder von vorne ge-
gen das obere Ende der Kreiselachse. Der Zeit-
punkt des Schlags muss auf die Phasenlage der
Prazession abgestimmt sein, damit der Drehmo-
mentenstol den Drehimpuls I_;p der Prézession in
der beabsichtigten Weise verdndert, nicht aber
den Drehimpuls L um die Achse des Kreisels.
Wenn der Stofs in Richtung der Prézessionsbe-
wegung erfolgt, dann richtet sich der Kreisel auf,
das heifst, 6 wird kleiner. Trifft ihn der Stof ge-
gen die Prézession, dann erhoht man den Winkel

6.

4.4 'Was passiert, wenn die Kreislspit-
ze rund und nicht spitz ist?

Das bisher Gesagte bezieht sich auf einen schwe-
ren Kreisel, dessen Spitze exakt punktférmig und
dadurch im Verlauf der Prézession ortsfest ist.
Dies ist beim Tischkreisel nicht gewiinscht, da
Spitze und Unterlage sich schnell abschleifen. Da-
her verrundet man die Spitze durch Abfeilen.
Auch das geht am einfachsten mit Drehmaschine
und Stahlfeile. Durch die Verrundung rollt schrég
stehende Kreisel sehr ruhig auf der Tischplatte.
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Die bearbeitete Spitze lakt sich durch eine Pro-
filfunktion R(z) beschreiben, die den Radius der
Achse als Funktion des axialen Abstandes z > 0
vom &dufsersten adubersten Punkt der Spitze an-
gibt.

Wenn der Kreisel mit einer Frequenz fj rotiert
und im Winkel 8 zur Vertikalen steht, dann liegt
seine Spitze etwas seitlich auf der Unterlage auf
und nicht in der idealen Achse des Kreisels. Der
Beriihrungs- oder Abrollpunkt liegt dort, wo die
Schmiegeebene der Spitze mit der Horizontalen
iibereinstimmt:

R = % = cotf (8)
Diese Beziehung gilt nicht fiir den spitzen Kreisel.
Wir setzen im Folgenden daher einen stumpfen
Kreisel voraus, bei dem die Kegelspitze unten in
eine Parabel von endlichem Kriimmungsradius rg
iibergeht.

4.5 Der Pirouettenkreis

d. F—

|‘7 rW W
Abbildung 6: Die Pirouettenbewegung der
stumpfen Kreiselspitze.

Die Rundung der Spitze léfit sich mathema-
tisch ziemlich gut durch eine einfache Parabel
beschreiben: z = R? /2rs, wobei 1y der Krim-
mungsradius der Spitze ist. Aus der Parabelform
folgt, dass umgekehrt R = +/2rsz ist, und dass
die Steigung der Flanke am Radius R gegen die
Kreiselachse gleich R = ry/R ist. Beim Abrol-
len schmigt sich die Spitze an die Horizontale an.

Daraus folgt, dass der Auflagepunkt auf dem Um-
fangskreis mit Radius

R = rgtand 9)

liegt und wie ein Rad dieses Radius auf der Un-
terlage abrollt. Je grofer der Prézessionswinkel
ist, um so grofer ist auch der Abstand d,, des
Abrollpunkts von der z-Achse, um die der Krei-
sel rotiert. Dies ist in Abbildung 6 skizziert.

Abbildung 7: Im Bildbearbeitungsprogramm
wird der Schmiegekreis an ie Spitze erstellt, des-
sen Radius 1y =~ 4 mm ergibt sich aus dem Ver-
gleich mit dem Achsdurchmesser, hier 6 mm.

Das Nachmessen von g gelingt am einfachsten
mit Hilfe der Kamera, ndmlich an einem Foto
von der Kreiselspitze wie in Abbildung 7. Ich ha-
be das mit GIMP gedffnet, mit dem FElliptischen
Auswahlwerkzeug einen Kreis an die Spitze ange-
passt. Dann habe ich mit Auswahl: Rand einen
sichtbaren Kreisring dariibergelegt.

Die Geschwindigkeit vy, mit der sich die Krei-
selspitze iiber die Unterlage wélzt, ist

() = woR = wors tanf (10)

Der Pfad, den die Kreiselpitze iiber der Unterlage
wahrend einer Periode der Prazession zuriicklegt,
ist ein Kreis auf der Unterlage, den wir als Pirou-
ettenkreis bezeichnen. Seinen Radius bezeichnen
wir mit 7y, und sei Radiusvektor 7 zeigt vom
Mittelpunkt W des Pirouettenkreises auf den Ab-
rollpunkt. Die Gleichheit der Geschwindigkeiten
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des Abrollpunktes auf der Kreiselspitze und der
Unterlage erfordert, dass

WpTw = woR = wrstand (11)

Der stumpfe Tischkreisel prézediert also nicht
nur, er vollfiihrt auch eine Pirouette. Sein Auf-
lagepunkt lauft auf der Unterlage stetig in einem
Kreis um. Das verursacht auf harten Oberflachen
bisweilen ein typisches an- und abschwellendes
Gerédusch. Im Experiment ist das erwiinscht. Die
Reibung der verrundeten Kreiselspitze ist gerin-
ger als jene der spitzen, die die Unterlage eher
abschleift.

4.6 Die Prazessionsfrequenz eines

stumpfen Kreisels

Andererseits entsteht durch die zusétzliche krei-
sende Bewegung der Kreiselspitze ein weiteres
Drehmoment, das auf die Kreislachse einwirkt.
Die Zentrifugalbeschleunigung, die an der Krei-
selspitze entsteht, ist gleich

Ty = @y X [Bp X (P + dy)] (12)

Hierin beschreibt cfw den kleinen Versatz des Aui-
lagepunkts @ zur Kreiselspitze, siehe Bild 7. Es
ist einerseits dy, = 7gsin @, zweitens ist mit Glei-
chung (9) auch dy, = R cos 6. Die Beschleunigung
ist, da &y, auf 7, senkrecht steht, wieder in Rich-
tung von 7%, orientiert. Also folgt

Gy = —w’ <FW +dw>

= —wp (wo + wpcosh) R (13)
Tw
Hierbei wurde Gleichung (11) verwendet. Die
Beschleunigung ay, wirkt damit senkrecht zur
Schwerebeschleunigung g7 und versucht, den
Kreisel aufzurichten. Man erhélt also

Nk,w = mdy (gﬁ + aw) X [
Niw = mdglgsing — wy (14)

X (wo + wp cos B) R cos 6]

Berechnet man hiermit das Momentengleichge-
wicht aus Gleichung (7) neu und verwendet, dass
geméaf Gleichung (9) Rcosf = rgsinf ist, dann

erhélt man die Nullstellengleichung eines quadra-
tischen Polynoms in wy:

J w
2 0 g
— =0 15
“p mdyrs cos © rg cosf (15)
wobei
J = J + mdyrs. (16)

Nur eine der beiden moglichen Lésungen dieser
Gleichung ist positiv. Sie lautet

4Am2d2gry cos
1+ kg S2 N
J"“w§

JIUJO

2rsmdy cosf

Wp =

(17)
Wir interressieren und fiir den Spezialfall, dass
der Bruch unter der Quadratwurzel sehr klein
ist gegen 1. Mit Hilfe der Taylorschen Reihe

Vitz=1+2-2 4

erhalten wir

_ ,6p) _ Ts o (sp)) 3
wp = wp P <wp > cosf +... (18)
wobei p

sp.’ maxg

die Prézessionsfrequenz eines spitzen Kreisels mit
einen geméfs Gleichung (16) erhohten Massen-
tragkeitsmoment ist. Durch die Pirouettenbewe-
gung ergibt sich also eine Erniedrigung der Pré-
zessionsfrequenz gegeniiber dem spitzen Kreisel.
Je koher das Massentréagheitsmoment eines Krei-
sels ist, desto langsamer darf er prézedieren, um
das Kippmoment auszuschalten. Zweitens gibt
es eine Versatzkorrektur fiir die Prézessionsfre-
quenz,die der zweite Termin in Gleichung (18)
angibt. Sie ist durch die winzige Verschiebung
zwischen Kreiselspitze und Abrollpunkt @) be-
dingt.

Beim Tischkreisel ist die Prézessionsfrequenz
wie bei der spitzen Variante in sehr guter
Néherung von 6 wunabhéngig. Der reziproke
Zusammenhang mit wy besteht weiterhin. Die
Prézession ist aufgrund des durch die Pirouet-
tenfahrt um einige zehn Prozent langsamer als
bei einem gleichartigen spitzen Kreisel. Zusatz-
lich kommt der Versatzfaktor aus Gleichung (18)
hinzu, der die Prézessionsfrequenz nochmals
um wenige Prozent reduzieren kénnte. Um den
Einfluss der stumpfen Kreiselspitze zu erkennen,
braucht man also nur die Prézessionsfrequenzen
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n | fo | Experiment Theorie
Hz Hz SP | ST | STV
31833 0.76 1.32 | 1.08 | 1.06
416.25 1.00 1.76 | 1.44 | 1.39
51 5.00 1.33 2.20 | 1.80 | 1.70
Tabelle 4: Prézessionsfrequenzen f, von
Kreisel 1.
n | fo | Experiment Theorie
Hz Hz SP | ST | STV
4 1 6.25 0.76 1.13 | 0.84 | 0.82
5 | 5.00 0.91 1.42 | 1.06 | 1.00
8 | 3.13 1.24 2.26 | 1.69 | 1.50
9 | 2.78 1.69 2.55 | 1.90 | 1.65
12 | 2.08 2.02 3.40 | 2.54 | 2.03
Tabelle 5: Prézessionsfrequenzen f, von
Kreisel 2.

zu messen und mit den Vorhersagen fiir die
verschiedenen Kreiselmodelle zu vergleichen.

5 Versuchsergebnisse

Die Prézessionsfrequenzen, die aus den Videoauf-
nahmen mit den beiden Kreiseln gemacht wur-
den, sowie die Ergebnisse der Frequenzberech-
nung mit den zunehmend genauen Modellen des
spitzen Kreisels (SP), des stumpfen Kreisels (ST)
sowie des stumpfen Kreisels mit Versatzkorrektur
(STV) sind in den Tabellen 4 und 5 zusammen-
gestellt. Der Prézessionswinkel 6 betrug bei den
Versuchen zwischen 5° und 20°, doch zeigte sich,
dass sein Einfluss auf die Préazessionsfrequenz so-
wohl im Experiment als auch in der Theorie ver-
nachléssigbar war.

Fiir beide Tischkreisel findet man, dass die
Ubereinstimmung von gemessenen und berechne-
ten Prézessionsmodellen immer besser wird. Bei
Kreisel 1 bleibt jedoch eine deutliche Diskrepanz.
Modell SP iiberschétzt die Prazessionsfrequenzen
um 70 % (Tabelle 4, Spalte 3 vs. 4). Bei Modell
ST sind es maximal 44 % (Spalte 3 vs. 5) und

bei STV noch immer 39 % (Spalte 3 vs. 6). Man
muss davon ausgehen, dass hier ein systemati-
scher Fehler vorliegt, der nun zu ergriinden wére.
Hingegen sagt das Modell STV das Prézessi-
onsverhalten von Kreisel 2 recht genau voraus.
Das Modell des spitzen Kreisels (SP) liefert fiir
Kreisel 2 Frequenzen, die gegeniiber dem gemes-
senen Wert durchgehend ca. 50 % zu hoch sind
(Tabelle 5, Spalte 3 vs. 4). Hingegen betréigt die
Abweichung fiir STV bis auf einen Fall stets un-
ter 7 % liegen (Spalte 3 vs. 6).
Zusammenfassend stellen wir also fest, dass
das recht einfache Modell ST des spitzen Krei-
sels zwar wesentliche Merkmale der Prézession
des Tischkreisels grob vorhersagen kann. Die
Eigenschaft, das f, mit langsam werdender
Drehfrequenz fy zunimmt, geht auch hieraus
klar hervor. Insgesamt ist die Ubereinstimmung
der vorhergesagten Frequenz mit der Messung
aber schlecht. Ein gute Ubereinstimmung ergibt
sich erst durch das Modell STV, das die Pirou-
ettenbewegung des Kreisels und den seitlichen
Versatz des Achsmittelpunkts gegen den Aufla-
gepunkt der Kreiselspitze beriicksichtigt.
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