
2 FOURIER-ANALYSE UND FREQUENZSPEKTRUM

Ein chaotischer Oszillator mit

Rhre, Teil 2: so funktioniert

die Periodenverdopplung

Hans Martin Sauer

31. Mai 2020

www.sauerampfer-online.de
Das Physik & Elektronik Archiv

Zusammenfassung � Im zweiten Teil des Ar-

tikels zum 
haotis
hen Oszillator, dessen An-

fang am 6.2.2020 hier ers
hienen ist, erörtern

wir den Me
hanismus der Periodenverdopplung.

Im ersten Teil wurde der Röhrenoszillator, des-

sen S
haltplan Abbildung 1 gezeigt ist, mittels

der Kir
hho�s
hen Regeln analysiert. Das Phä-

nomen der Periodenverdopplungen bis hin zum


haotis
hen Verhalten wurden dort bes
hrieben.

Auÿerdem wurde eine ni
htlineare S
hwingungs-

glei
hung für den Gitterstrom und die -spannung

der Pentode abgeleitet. Auf diese Glei
hung bau-

en wir hier auf. Wir wollen verstehen, wie es mög-

li
h ist, dass ein sol
her Oszillator neben den ty-

pis
hen Oberwellen au
h Wellenanteile mit hal-

ber Frequenz erzeugt. Den Versu
hsaufbau dieses

Oszillators, an dem die Glei
hung experimentell

na
hvollzogen wurde, zeigt Abbildung 2.

1 Oberwellen mit halber Grund-

frequenz?

Es ist tatsä
hli
h ni
ht ganz o�ensi
htli
h, wieso

am Röhrenoszillator Oberwellen (falls man sie so

nennen darf) mit der halben, oder sogar mit ei-

nem Viertel der Grundfrquenz entstehen. Es ist

allgemein bekannt, dass elektris
he Oszillatoren

und speziell sol
he mit Röhren neben der Grund-

frequenz f0 au
h Oberwellen mit dem ganzzah-

lig Vielfa
hen der Grundfrequenz erzeugen � wir

bes
hreiben hier der allgemeinen elektrote
hni-

s
hen Konvention folgend S
hwingungen dur
h

ihre Kreisfrequenz ω = 2πf , dem 2π-fa
hen der

eigentli
hen Frequenz f . Dies liegt an den ni
ht-

linearen elektris
hen Eigens
haften von Röhren

und au
h von Transistoren. Wenn man mit diesen

Abbildung 1: S
haltplan des Oszillators

aktiven Bauelementen S
hwingungen erzeugen

mö
hten, dann ma
hen si
h ihre ni
htlinearen

elektris
hen Eigens
haften spätestens dann be-

merkbar, wenn die S
hwingungsamplitude groÿ

ist: die S
hwingungsform der Spannung, die man

beispielsweise am S
hwingkreis misst, wei
ht von

der Gestalt einer Sinuss
hwingung mit der Reso-

nanzfrequenz ωg des S
hwingkreises ab. Das ak-

tive Bauelement treibt ni
ht nur die S
hwingun-

gensentstehung an, es begrenzt andererseits au
h

ihre Amplitude na
h oben. Unser Röhrenoszilla-

tor tut dies vorwiegend dur
h den Einsatz des

Gitterstroms. Mit zunehmender S
hwingungsam-

plitude steigt der Gitterstrom während der posi-

tiven Halbwelle stark an. Das Gitter der Röh-

re entzieht dem S
hwingkreis zunehmend Ener-

gie. Dadur
h erhöht si
h einerseits die Dämpfung

des S
hwingkreises. Andererseits wird die Sinus-

s
hwingung zu einer asymmetris
hen Welle de-

formiert.

2 Fourier-Analyse und Fre-

quenzspektrum

Na
h dem bekannten Theorem von Joseph Fou-

rier, einem französis
hen Mathematiker, der um

die Zeit der französis
hen Revolution wirkte (und

sogar Napoleon Bonaparte im Jahr 1798 auf

dessen ägyptis
hem Feldzug begleitete), lassen

si
h grundsätzli
h alle periodis
hen Vorgänge,

wenn sie von der harmonis
hen Sinusform ab-
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3 SO REAGIERT DER OSZILLATORSCHWINGKREIS AUF �FREMDFREQUENZEN�

Abbildung 2: Der Versu
hsaufbau mittels

Elektronik-Experimentierkasten.

wei
hen, stets dur
h eine Überlagerung mit har-

monis
hen S
hwingungen höherer Frequenz be-

s
hreiben. Die dabei vorkommenden S
hwingun-

gen haben Frequenzen, die stets ganzzahlig Viel-

fa
he der Grundfrequenz ωg sind. Jede periodi-

s
he Spannung U(t) der Grundfrequenz ωg kann

also als Überlagerung von sinusförmigen Teil-

spannungen Un(t) = ane
iωnt

angesehen werden,

wobei an = a′n + ia′′n die komplexwertige Ampli-

tude der n-ten Harmonis
hen mit der Frequenz

ωn = nωg ist. a′n und a′′n bezei
hnet man als

Real- und Imaginärteil. Der Index n = 1, 2, 3 . . .
dur
hläuft alle positiven ganzen Zahlen.

U(t) = Re
∞
∑

n=1

an e
inωgt

(1)

Die Koe�zienten an bere
hnen si
h umgekehrt

zu

an =
1

T0

∫ T0

0
U(t) e−inωgt dt (2)

mit T0 = 2π/ωg als Periodenzeit der S
hwingung.

Die Beträge der Amplituden an ma
hen das Fre-

quenzspektrum der S
hwingungen aus. Im FFT-

Modus eines Digitaloszilloskops lässt es si
h un-

mittelbar darstellen. Das Oszilloskop zeigt eine

Folge von entspre
hend hohen �Peaks� auf sei-

nem S
hirm, im konstanten Abstand der Grund-

frequenz fg = ωg/2π, siehe Abbildung 3.

3 So reagiert der Oszillator-

s
hwingkreis auf �Fremdfre-

quenzen�

Soviel als knappe Zusammenfassung des Lehr-

bu
hwissens der Elektronik, das wir hier ni
ht

weiter vertiefen. Wir vermerken, dass hier al-

lerdings keine halbzahligen Vielfa
hen von ωg

vorkommen, also etwa die Frequenz ωg/2, oder
zum Beispiel 3ωg/2. Sie sind ni
ht Bestandteil

des Spektrums eines periodis
hen Oszillators mit

Grundfrequenz ωg, obglei
h diese im s
hon er-

wähnten ersten Teil dieses Beri
hts auf den dort

abfotogra�erten Oszillogrammen klar zu sehen

waren. Wir haben hier also zu klären, wie sol-


he Frequenzen entstehen. Man spri
ht hier von

Periodenverdopplung, do
h wäre Frequenzhalbie-

rung si
herli
h ein ebenso tre�ender Begri�.

Um dies zu verstehen, betra
hten wir die bei-

den Glei
hungen für UG und IL für Gitterspan-

nung und S
hwingkreisstrom, Nummer (20) und

(21) aus dem ersten Teil. Diese bilden ein gekop-

peltes Glei
hungssystem, wobei die Koe�zienten

ε und β die Dämpfung sowie die ni
htlineare Ein-

kopplung im S
hwingkreis des Röhrenoszillators

angeben:

1

RZ

dUG

dτ
= (3)

d2IL
dτ2

+
(

ε − β (UG − ŨG)
) dIL

dτ
+ IL

und

1

RZ

(

dUG

dτ
+

UG

Tg

)

+
C1

C2
I0 e

UG

U
(th.)
eff =

C1

C2
IL

(4)

RZ ist die S
hwingkreisimpedanz. Die e�ektive

thermis
he Anlaufspannung der Röhre ist U
(th.)
eff ,

und I0 ist der Gitterstrom, der si
h aufgrund der

Anlaufspannung zwis
hen Steuergitter und Ka-

thode im Kurzs
hlussfall einstellt. ŨG gibt die

Gittervorspannung am Arbeitspunkt der Röhre

an. C1/C2 ist das Teilerverhältnis des kapazitiven

Spannungsteilers vor dem Röhrengitter. Tg ist die

Zeitkonstante der Entladung des Kondensators

C2 über den Gitter-Ableitwiderstand. Die Reso-

nanzkreisfrequenz ωg im s
hwa
h rü
kgekopple-
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4 WIE HALBE FREQUENZEN VERSTÄRKT WERDEN

ten Fall, wo der Oszillator eben zu s
hwingen be-

ginnt, haben wir auf Eins normiert. Als Zeita
hse

haben wir die dimensionslose Variable τ = ωgt
eingeführt.

Wir betra
hten nun Glei
hung (3) für eine

einfa
he harmonis
he S
hwingung der Frequenz

ω und setzen UG(τ) = Une
iωτ

sowie IL(τ) =
Ine

iωτ−iφn
. Hierbei sind Un und In die reellwer-

tigen Amplituden von Spannung und Strom. φn

ist die Phasenvers
hiebung des Stroms gegenüber

der Spannung. Einsetzen ergibt

1

RZ

dUG

dτ
= (5)

[

−ω2 + iω
(

ε + βŨG

)

+ 1
]

IL − iωβ UGIL

Dies ist die Glei
hung für den Stromverlauf

IL(τ) einer erzwungenen S
hwingung an einem

S
hwingkreis mit der Eigenfrequenz ωg = 1 und

der Dämpfung ε+ βŨG. Der letzte Term auf der

re
hten Seite ist zum Produkt UGIL proportio-

nal und oszilliert in der Zeit gemäÿ e2iωτ , al-
so mit der doppelten Erregerfrequenz. Es gene-

riert einen Beitrag zu den Oberwellen der Fre-

quenz 2ω. Dies ist im oberen Spektrum in Ab-

bildung 3 zu sehen. Sol
he Oberwellen können

wir hier zunä
hst aus der Betra
htung auss
hlie-

ÿen. Vielmehr untersu
hen wir die Phasenbezie-

hung zwis
hen IL udn UG. Dazu nehmen wir

an, dass die Dämpfung ε + βŨG ≪ ωg re
ht

klein sei. Die Phasenbeziehung folgt dem übli-


hen Bild einer erzwungenen S
hwingung. Wenn

die S
hwingungsfrequenz ω kleiner ist als die Ei-

genfrequenz ωg = 1, dann ist der Strom IL mit

dUG/dτ phasenglei
h. Der Strom eilt der Span-

nung um nahezu φn = −90o voraus. Wenn dage-

gen ω > ωg ist, dann eilt der Strom der Span-

nung und φn = +90o na
h. Wenn man also die

Frequenz ω langsam über den S
hwellwert ωg er-

höht, dann ma
ht der Strom relativ zur Span-

nung einen Phasensprung von 180o. Nur im Reso-

nanzfall, wenn ω = ωg ist, sind Strom und Span-

nung glei
hphasig. Dieser Phasensprung verläuft

als Funktion von ω natürli
h ni
ht diskontinu-

ierli
h. Er vollzieht si
h stetig in einem s
hma-

len Frequenzberei
h in der Umgebung von ωg.

Dieser Berei
h ist um so s
hmaler, je kleiner die

Dämpfung des S
hwingkreises ist. Wir vermerken

Abbildung 3: Oben: Spektrum mit Grundfre-

quenz und Oberwellen im regulären Betrieb. Un-

ten: bei der Periodenverdopplung ers
heinen im

Spektrum halbzahlige Vielfa
he der Grundfre-

quenz.

hier, dass die Phasenvers
hiebung φn als Funk-

tion der Frequenz für das Verständnis der Pe-

riodenverdopplung bei der halben S
hwingkreis-

frequenz ωg/2 von ents
heidender Bedeutung ist.

Hier nämli
h eilt der Strom der Spannung um

nahezu −90o voraus.

4 Wie halbe Frequenzen ver-

stärkt werden

Wir regen den S
hwingkreis bei der Resonanzfre-

quenz ωg an. Zusätzli
h bere
hnen wir die Am-

plitude Ih(τ) der S
hwingung mit der halben Fre-
quenz ωg/2. Diese Amplitude mag si
h im Ver-
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5 DIE BEDEUTUNG DER NICHTLINEARITÄT

lauf vieler S
hwingungsperioden allmähli
h än-

dern. Wir setzen also IL(τ) = Ine
iωgτ−iφn +

Ih(τ)e
iωg
2

τ−iφh
, wobei φh die Phase des Stroms

ist. Unser Augenmerk gilt dabei den ni
htlinea-

ren Termen der Glei
hung. Wir vermerken hier-

zu, dass Spannungen und Ströme natürli
h reell

und ni
ht komplex sind. Das heiÿt, wir messen

immer nur den Realteil einer komplexen Wel-

le eiωτ , also die Überlagerung

1
2(e

iωτ + e−iωτ ).
Dadur
h liegt die glei
he Welle mit identis
her

Amplitude immer au
h mit negativer Frequenz

−ω vor. Das gilt au
h für die Anregung mit

halber Resonanzfrequenz, die wir hier untersu-


hen. Dies hat zur Konsequenz, dass in dem

Produkt UGIL aus Glei
hung (5) ein Beitrag

1
2Une

iωgτIhe
−

iωg
2

τ+iφh = 1
2UnIhe

iωg
2

τ+iφh
auftritt.

Das ist eine S
hwingungskomponente der Fre-

quenz ωg/2, deren Amplitude glei
h
1
2UnIh(τ) ist.

Wir vermerken, dass diese Koinzidenz der S
hwe-

bungsfrequenz aus den beiden si
h überlagernden

Frequenzanteilen ωg mit ωg/2 mit den Frequen-

zen selbst für keine andere Kombination als die

eigentli
he und die halbe Resonanzfrequenz des

S
hwingkreises mögli
h ist.

Wir setzen dies alles wieder in Glei
hung (3)

ein, wobei aber allein die S
hwingungsanteile mit

der Frequenz ωg/2 betra
htet werden. Die allge-

meine Phase e
iωg
2

τ−iφh
dividieren wir heraus.

d2Ih
dτ2

+

[

−
ω2
g

4
+

iωg

2

(

ε + βŨG

)

+ 1

]

Ih

= −

(

iωg +
ε + βŨG

2

)

dIh
dτ

+
iωgβ

4
Un Ih e

2iφh
(6)

Diese Glei
hung bes
hreibt die zeitli
he Entwi
k-

lung der Wellenamplitude bei halber Grundfre-

quenz.

5 Die Bedeutung der Ni
ht-

linearität

Wir diskutieren nun die Frage, unter wel
hen Be-

dingungen der Strom Ih(τ) von halber Eigenfre-

quenz in der Zeit anwä
hst und ma
hen den An-

satz Ih(τ) = Aeγhτ . Hierbei ist A die Amplitude

zum Zeitpunkt τ = 0 und γh (mit |γh| ≪ ωg)

der rein reelleWa
hstumsparameter. Falls Lösun-

gen mit γh > 0 existieren, dann kann Ih(τ) au
h
bei einer sehr geringen Anfangsamplitude A in

der Zeit stark anwa
hsen. Wir ersetzen ωg zudem

überall explizit dur
h 1. Einsetzen in Glei
hung

(6) ergibt

γ2h + iγh +
3

4
−

i

4
β Un e

2iφh +
i

2
(ε + βŨG) = 0

(7)

Man bea
hte, dass der letzte Term auf der linken

Seite dieser Glei
hung na
h unseren Vorausset-

zungen verhältnismäÿig klein ist gegen dem Term

1−
ω2
g

4 = 3
4 , der diesen Wert aufgrund der Phasen-

lage im S
hwingkreis unterhalb der Resonanz bei

ωg hat. Betra
htet man die übrigen Terme und

nimmt weiter an, dass der Beitrag βUn ebenfalls

sehr klein ist, dann reduziert si
h die Bedingung

für γh auf γ2h + iγh + 3
4 = 0. Diese quadratis
he

Glei
hung für γh hat aber überhaupt keine reelle

Lösung, und ein komplexes γh erfüllt die oben ge-
stellte Bedingung ni
ht. Die einzig mögli
he Lö-

sung von Gl. (6) ist also jene, bei der die Am-

plitude A beziehungsweise Ih(τ) der S
hwingung
mit halber Resonanzfrequenz ωg/2 Null ist.

Die Lage ändert si
h jedo
h, wenn wir anneh-

men, der ni
htlineare Term sei von erhebli
her

Gröÿe. Eine rein reelle, positive Lösung für γh
ergibt si
h, wenn wir diesen Term na
h Betrag

und Phase anpassen. Glei
hung (7) lautet

1

in

dieser Darstellung

{

(

γ2h +
3

4

)2

+ γ2h

}1/2

ei δh =
1

4
β Un e

i(2φh+π/2)

(8)

mit der Phase tan δh = γh
γ2
h
+ 3

4

. Dies funktioniert

allerdings nur dann, wenn

β Un > 3 (9)

weil der Betrag der linken Seite dieser Glei
hung

1

Hinweis: Die vollständige Amplitudenglei
hung ist

{

(

γ
2
h +

3

4

)2

+ γ
2
h

(

1−
β

2
Un cos δh

)2
}1/2

=
1

4
β Un

Do
h lassen si
h die weiteren Terme mit βUn an die-

ser Stelle immer als geringfügig abs
hätzen, selbst wenn

βUn ≫ 1 ist.
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6 FAZIT
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Abbildung 4: Die anfängli
he Wa
hstumsrate γh
der Amplitude des S
hwingungsanteils mit der

halben Resonanzfrequenz als Funktion der ni
ht-

linearen Kopplung βUn.

selbst im Grenzfall, dass γh nahe Null ist, kei-

nen Wert unter

3
4 annehmen kann. Ziehen wir

aus dem ersten Teil des Beri
hts die dortige Glei-


hung (19) mit der genauen De�nition des Para-

meters β hier hinzu, dann lautet die Bedingung

für die Periodenverdopplung

k γ L1Seff Uh > 3C2RZ (10)

Eine genaue Analyse von Glei
hung (8) er-

gibt, dass die Wa
hstumsrate der Amplitude im

Grenzfall |γh| ≪ 1 dur
h

γh =







0 ; β Un ≤ 3
√

3
20 (βUn − 3) ; β Un > 3

(11)

gegeben ist. Dies ist in Abbildung 4 dargestellt.

Die Phasenvers
hiebung φh ergibt si
h s
hlieÿli
h

zu

φh = −
π

4
+

1

2
arctan

γh

γ2h +
3
4

(12)

und liegt für kleine Werte von γh knapp oberhalb
von −45o. Übrigens ist au
h eine Lösung mit ne-

gativem reellen γh mögli
h. Diese entspri
ht ei-

ner gedämpften Welle. Jedo
h ist die Phasenver-

s
hiebung etwas anders. Sie liegt hierfür ein we-

nig unterhalb von −45o. Ein positives γh zeigt

ein Wa
hstum der Welle mit halber Resonanzfre-

quenz an. Die Wa
hstumsrate ist im Verglei
h zur

S
hwingungsperiode ωg/2 sehr gering, wenn βUn

die Unglei
hung in (9) nur knapp erfüllt. Verfehlt

sie die Unglei
hung dagegen, und sei es nur ganz

geringfügig, dann muss die Amplitude A unseres

Ansatzes Null sein.

6 Fazit

Zusammenfassend können wir feststellen, dass

in unserem Röhrenoszillator eine Periodenver-

dopplung statt�ndet, wenn die Amplitude Un

der Grunds
hwingung und die ni
htlineare Ein-

kopplung β des Oszillators eine gewisse S
hwel-

le übers
hreiten. Bei hinrei
hend kleiner S
hwin-

gungsamplitude arbeitet der Oszillator dagegen

im regulär-periodis
hen Betrieb. Die Entstehung

von harmonis
hen Oberwellen ist im Gegensatz

zu den Periodenverdopplungen ni
ht an eine sol-


he kritis
he S
hwelle gebunden. Oberwellen neh-

men einfa
h stetig mit steigender Oszillatoram-

plitude an Intensität zu.

Ist nun erst einmal eine Periodenverdopplung

eingetreten, dann lässt si
h die hier gezeigte Ana-

lyse mit geänderten Rollen unter den Frequen-

zen wiederholen. Bei der zweiten Periodenver-

dopplung überlagern si
h die Wellen der hal-

ben Grundfrequenz mit sol
hen von einer Fre-

quenz, die dem Viertel der Grundfrequenz ent-

spri
ht, oder au
h einem Dreiviertel. Hierdur
h

beginnt eine Kaskade, die si
h dur
h weitere Her-

aufsetzung der ni
htlinearen Einkopplung β be-

liebig fortsetzt und s
hlieÿli
h zur Entstehung ei-

nes Frequenzkontinuums führt. Die S
hwingun-

gen des Oszillators sind dann ni
ht mehr peri-

odis
h und vorhersagbar, sondern eben 
haotis
h.
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